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Zur numerischen Modellierung von dynamischen 
Randwertproblemen
Numerical Modelling of Dynamic Boundary Value Problems
Prof. Dr.-Ing. Jürgen Grabe, Dominik Zobel M. Sc., Sparsha Nagula M. Sc.,  
Dipl.-Math. Alexander Chmelnizkij, Technische Universität Hamburg-Harburg
Numerische Methoden leisten einen wichtigen Beitrag 
bei der Untersuchung von Struktur-Boden-Interaktionen 
und Grenzschichten von Boden und Wasser. Zur Abbil-
dung dynamischer Prozesse mit großen Verformungen 
können bspw. die gekoppelte Euler-Lagrange-Methode 
(CEL), die Material Point Method (MPM) verwendet wer-
den. In diesem Beitrag werden damit die Einbringung 
von Schraubpfählen in Sand, Konsolidierungseffekte 
bei der Rütteldruckverdichtung in wassergesättigtem 
Sand und eine hochdynamische Explosion im Unter-
grund aufgezeigt. Dabei zeigt sich durch anschließen-
de Validierung anhand von Modellversuchen, dass die 
beiden Methoden gut geeignet sind, um diese Anwen-
dungsbeispiele zu untersuchen.
Numerical methods contribute greatly to the investiga-
tion of structure-soil interactions and soil-water interfac-
es. The Coupled Eulerian–Lagrangian (CEL) approach 
and the Material Point Method (MPM), for example, can 
be used to model dynamic processes with large defor-
mations. This paper deals with the installation of screw 
piles in sand, the consolidation effects occurring when 
the vibrocompaction method is used in water-saturated 
sand and a highly dynamic explosion in the subsoil. 
Subsequent validation by model tests has demonstrat-
ed the suitability of both methods for investigating such 
applications.
1 Einleitung
Introduction
Neueste numerische Methoden liefern interessante 
Einblicke in die komplexe Mechanik und bieten Grund-
lage zur Optimierung der Werkzeuge und Verfahren. 
Kontinuumsmechanische Modelle für gesättigten Bo-
den erlauben es, die Boden-Wasser-Interaktion und die 
damit verbundene Wellenausbreitung im mehrphasigen 
Kontinuum zu untersuchen. Um die Dynamik eines nu-
merischen Modells komplett zu erfassen, müssen ex-
plizite Integrationsverfahren verwendet werden. Durch 
ein sehr kleines Zeitinkrement wird garantiert, dass die 
hochfrequenten Anteile der Lösung erfasst werden 
können, was bei einem impliziten Integrationsverfahren 
nicht der Fall ist. Bei der Verwendung des normalen, ex-
pliziten Finite-Elemente-Ansatzes nach Lagrange kom-
men bei großen Deformationen Integrationsfehler auf-
grund der zu starken Elementverformungen zustande. 
Mit erweiterten, expliziten, numerischen Verfahren wie 
bspw. CEL und MPM lässt sich dieses Problem durch 
die Kombination mit dem Ansatz nach Euler bzw. der 
Verwendung von Materialpunkten umgehen. So kön-
nen geotechnische Problemstellungen, bei denen gro-
ße Verformungen auftreten, mit diesen Methoden de-
tailiert untersucht werden.
2 Numerische Methode
Numerical method
2.1 Große Verformungen und Struktur- 
Boden Interaktion (ALE, CEL, MPM)
Large deformations and structure-soil 
interaction (ALE, CEL, MPM)
In der Geotechnik sind durch die Interaktion von be-
wegten Strukturen mit dem Untergrund besondere An-
forderungen an die Numerik gestellt, da große Verfor-
mungen und komplexe Kontaktinteraktionen abzubilden 
sind. Bei der klassischen Finite-Elemente-Methode 
(FEM), die auf einer Lagrange-Formulierung beruht, 
führt das im Allgemeinen zu großen Verzerrungen des 
FE-Gitters und zum Abbruch der Berechnungen. Es bie-
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tet sich stattdessen eine Euler-Formulierung für stark 
verformbare Materialien an. Über einen Füllungsgehalt 
pro Netzelement wird der Materialanteil beschrieben 
(siehe Bild 1).
Für die Kopplung der beiden Analysemethoden wird 
beispielsweise die Arbitrary-Eulerian-Lagrange-Metho-
de (ALE) oder die Coupled-Eulerian-Lagrange-Metho-
de (CEL) verwendet. Simulation geotechnischer Pro-
bleme mit der CEL-Methode sind bspw. in Qiu, Henke 
und Grabe (2010) zu finden. Der Eindringvorgang von 
Strukturen in Sand mit der ALE-Methode wird bspw. in 
Aubram u. a. (2015) beschrieben.
Die Material-Point-Method (MPM) ist eine weitere Me-
thode, die sich gut eignet um große Verformungen 
abzubilden. Bei der MPM wird jeder Zeitschritt als La-
grangeschritt gerechnet und anschließend das Netz 
zurückgesetzt. Die Verformung wird durch sog. Materi-
alpunkte, die durch das Netz wandern, dargestellt. Die 
Interpolation der Verschiebungen zwischen dem Netz 
und den Materialpunkten wird dabei durch die Ansatz-
funktionen an den Knoten vollzogen.
Bild 1: Analysetypen nach (a) Lagrange und (b) Euler, 
entnommen aus Qiu et al., 2010
Figure 1: Analysis according to (a) Lagrange and (b) Euler, 
taken from Qiu et al., 2010
In Bild 2 ist exemplarisch die Berechnung eines Zeit-
schrittes für ein Element mit vier Materialpunkten ge-
zeigt. Man erkennt, dass solange gewährleistet ist, dass 
die Verformung innerhalb eines Zeitschrittes nicht zu 
groß wird, keine Probleme bei der Integration im Ele-
ment auftreten.
2.2 Formulierungen zur Modellierung  
wassergesättigter Böden
Formulations for modelling  
water-saturated soils
Zur Beschreibung eines wassergesättigten Bodens hat 
Biot verschiedene Formulierungen präsentiert (Biot, 
1962, 1956 a + b), die in Abhängigkeit der angereg-
ten Frequenzen im Boden zur Modellierung verwen-
det werden können. Es wird zwischen niedrig- und 
hochfrequenten Anregungen unterschieden. Für nied-
rigfrequente Anregungen wird die u-p-Formulierung 
verwendet, die keine Trägheitskräfte des Wasser be-
rücksichtigt, d. h. die Wasserphase wird quasi-statisch 
modelliert. Bei hochfrequenter Anregung wird die 
u-U-Formulierung verwenden, in der Trägheitskräfte 
und die daraus folgenden Beschleunigungen beider 
Phasen berücksichtigt werden. Zienkiewicz hat 1999 
eine Einordnung für die Gültigkeit der verschiedenen 
Formulierungen vorgestellt. Mit den beiden Parametern 
π1 und π2, die von der Eigen- und Anregungsfrequenz 
sowie Materialparametern wie Dichte, Durchlässigkeit 
usw. (für Details siehe in Zienkiewicz u. a., 1999) abhän-
gen, lässt sich das zu modellierende Problem mit dem 
folgenden Diagramm einordnen.
Bild 2: Ein Lagrangeschritt und anschließendes Zurücksetzen des Netzes, während die Materialpunkte an ihrer neuen 
Position bleiben
Figure 2: A Lagrange step and subsequent resetting of the mesh while the material points remain at their new positions
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Die drei Bereiche, die in Bild 3 abgebildet sind, weisen 
darauf hin, welche Formulierung die passende für das 
betrachtete Problem ist. Der Bereich (I) zeigt die quasi- 
statischen Systeme, bei denen alle Trägheitskräfte 
vernachlässigt werden können. Die Bereiche (II) und 
(III) stellen dynamische Systeme dar, wobei in (II) nähe-
rungsweise die Trägheitskräfte der Wasserphase Null 
sind, während in (III) die Trägheit beider Phasen berück-
sichtigt werden muss. Die u-p-Formulierung kann somit 
verwendet werden, wenn das zugrundeliegende Pro-
blem mit seinen Parametern und der angeregten Fre-
quenz im Bereich (II) liegt. Die u-p-Formulierung ist ein 
System partieller Differentialgleichungen, welche sich 
aus der Masse- und Impulserhaltung ergeben.
( )div   0sr rü bσ ρ ρ− + =  (1)
( )  div
div 0
s
w
s
w s
sw w w
Dn n u
K K D
ü
t
p b
ρα α
κ ρ ρµ
 −+ +  
  + −∇ − + =    

In Gleichung 1 sind us und pw die primären Variablen 
und stehen für die Verschiebung des Korngerüsts so-
wie den Porenwasserdruck. Die restlichen Größen sind 
entweder Konstanten oder Funktionen von us oder pw.
2.3 Wellenausbreitung im Mehrphasen-
kontinuum
Wave propagation in a multiphase 
continuum
Bei den vorgestellten Formulierungen handelt es sich, 
wie bereits erwähnt, um Erhaltungsgleichungen für 
Masse und Impuls. Die Lösungen solcher Gleichungen 
beschreiben die Fortpflanzung physikalischer Größen, 
auch Wellenausbreitung genannt, im betrachteten Me-
dium mit endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit. Bei 
komplexen, zwei- und dreidimensionalen Randwert-
problemen erfolgt die Wellenausbreitung in alle Rich-
tungen und bei nicht-elastischem Materialverhalten mit 
unterschiedlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit. Die 
sich daraus ergebenden Lösungen entstehen durch Re-
flexionen und Überlagerungen und erlauben es nicht, 
die grundlegende Eigenschaft der Wellenausbreitung 
im Detail zu untersuchen, welche wichtige Erkenntnis-
se zum Verhalten der Lösung sowie der Anwendung 
der richtigen numerischen Methode liefert. Deshalb 
wird die Wellenausbreitung meistens anhand von ein- 
bzw. zweidimensionalen Problemen untersucht, um 
anschließend das Verhalten der komplexen Randwert-
probleme besser interpretieren zu können. Ein typi-
sches Anfangsrandwertproblem zur Untersuchung der 
Wellenausbreitung wurde von Hamann (2015) mit der 
Software Abaqus untersucht und ist in Bild 4 dargestellt.
Bild 3: Gültigkeitsbereiche der verschiedenen Formulie-
rungen nach Zienkiewicz (1999)
Figure 3: Ranges of validity of the various formulations 
according to Zienkiewicz (1999)
Bild 4: Anfangsrandwertproblem zur Untersuchung 
der Ausbreitung einer halbsinusförmigen Last in 
einem gesättigten Boden, Hamann (2015)
Figure 4: Initial boundary value problem for the investigati-
on of the propagation of a semi-sinusoidal load in 
a saturated soil, Hamann (2015)
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Es sei kurz erwähnt, dass obwohl in Bild 4 ein zweidi-
mensionales Problem dargestellt ist, nur die vertikale 
Ausbreitungsrichtung betrachtet wird, was äquivalent 
zum eindimensionalen Problem ist, d. h. dass nur verti-
kale Kompressionswellen und keine Scherwellen unter-
sucht werden. In Bild 4 wird die 100 Meter lange Säule 
mit einer halbsinusförmigen Last in vertikaler Richtung 
am oberen Ende belastet. Im Anfangszustand wird die 
Spannung in der gesamten Säule zu Null gesetzt. Bei 
einem einphasigen Material würde man als Lösung die-
ses Problems die Fortpflanzung der halbsinusförmigen 
Last durch die Säule beobachten. In Abhängigkeit vom 
Materialverhalten würde diese zu einem gewissen Grad 
verzerrt und gedämpft werden. Bei mehrphasigen Kon-
tinua, wie es z. B. beim gesättigten Boden der Fall ist, 
teilt sich die Last auf die jeweiligen Bestandteile auf und 
pflanzt sich in ihnen fort. 
In Bild 5 ist, wie bei Hamann (2015), der Unterschied 
zwischen den Lösungen eines ein- und zweiphasigen 
Kontinuums dargestellt. Es ist zu erkennen, dass beim 
gesättigten Boden (Bild 5 rechts) die effektiven Span-
nungen nicht die gesamte Lastamplitude aufnehmen, 
sondern ein Teil sich im Porenwasser fortpflanzt. Auf-
grund des linearen Materialverhaltens dissipiert keine 
Energie.
Bild 5: Wellenausbreitung für lineares Materialverhalten eines trockenen (links) und eines gesättigten Bodens (rechts) zu 
verschiedenen Zeitpunkten, Hamann (2015)
Figure 5: Wave propagation for the linear material behaviour of a dry (left) and saturated (right) soil at various times,  
Hamann (2015)
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Das linear-elastische Bodenmodell ist eine starke Ver-
einfachung für das Verhalten des Bodens und kann 
wichtige Eigenschaften, wie z. B. die plastische Verfor-
mung, nicht abbilden. Für rollige Böden ist das hypo-
plastische Modell (siehe Abschnitt 2.4) eine bewährte 
Wahl. Bei der Verwendung des hypoplastischen Stoff-
modells wird die Wellenausbreitung jedoch deutlich 
komplexer, da das Modell nicht-linear ist.
In Bild 6 sind die Lösungen von Hamann (2015) für 
einen trockenen und gesättigten Boden mit hypoplas-
tischem Materialverhalten, für das in Bild 4 skizzierte 
Problem, gezeigt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die 
halbsinusförmige Gestalt der Welle im Gegensatz zum 
linear-elastischen Materialverhalten bereits unmittelbar 
nach dem Aufbringen der Last verloren geht. Man er-
kennt auch deutlich, dass die Amplituden der Spannun-
Bild 6: Lösung des in Bild 4 gezeigten Anfangsrandwertproblems mit hypoplastischem Materialverhalten, Hamann (2015)
Figure 6: Solution of the initial boundary value problem with hypoplastic material behaviour as shown in Figure 4, Hamann 
(2015)
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gen stark gedämpft werden. Die steile Front, die sich 
dabei formiert und ausbreitet, wird häufig als Schock-
front bezeichnet und stellt eine Unstetigkeit in der 
Lösung dar, welche mithilfe von künstlicher Viskosität 
geglättet wird.
2.4 Stoffgesetze
Constitutive laws
Stoffgesetze werden benötigt, um das Materialver-
halten der Komponenten eines numerischen Modells 
zu beschreiben. Dabei wird eine Abhängigkeit von 
Spannungen und Dehnungen ausgedrückt, die im ein-
fachsten Fall als linear elastisches Stoffgesetz σ = Eε 
formuliert ist. Mit der Berücksichtigung zulässiger 
Spannungen kann das elastische Modell zum Mohr-
Coulomb-Stoffgesetz erweitert werden, bei dem auch 
plastische Verformungen berücksichtigt werden. Bei ei-
nem hypoplastischen Stoffgesetz wird die Ratenabhän-
gigkeit zwischen der tensoriellen Dehnungsänderung 
und Spannungsänderung und der Porenzahl betrachtet
( ), .T f D e=   (2)
Für eine möglichst realistische Beschreibung des nicht-
bindigen Bodens hat sich das hypoplastische Stoffge-
setz nach Wolffersdorff (1996) mit der Erweiterung für 
intergranulare Dehnungen nach Herle (1997) bewährt. 
Es kann das nichtlineare und inelastische Verhalten des 
Bodens abbilden und berücksichtigt ein Dilatanz- und 
Kontraktanzverhalten.
3 Langsames Einbringen von 
Schraubpfählen in Sand
Gradual installation of screw piles  
in sand
3.1 Methode und Modell
Method and model
Der Herstellungsvorgang hat einen entscheidenden 
Einfluss auf die Tragfähigkeit von Schraubpfählen in 
Sand. Deshalb wird die Abhängigkeit von Maschinen-
parametern (v. a. Vorschub und Rotationsgeschwin-
digkeit) beim Installationsprozess von Schraubpfählen 
auf die Spannungszustände im Boden und die spätere 
Tragfähigkeit der Pfähle in diesem Projekt näher unter-
sucht. Numerisch wird der Herstellungsvorgang mit der 
Software Abaqus/Explizit und der CEL-Methode unter-
sucht. 
In Grabe und Pucker (2012) konnte schon gezeigt wer-
den, dass durch eine geschickte Wahl der Maschinen-
parameter eine gezielte Auflockerung oder Verdichtung 
des Bodenkörpers mit einem Vollverdrängungsprofil er-
reicht werden kann (siehe Bild 7). Während dort noch 
ein Stoffgesetz nach Mohr-Coulomb implementiert wor-
den ist, wird der Boden in aktuellen Simulationen mit ei-
nem hypoplastischen Stoffmodell mit den Bodenkenn-
werten von Hamburger Sand abgebildet.
Bild 7: Einfluss von Rotation (Umdrehungsgeschwindigkeit U/m) bei gleicher Vorschubgeschwindigkeit auf die (a) horizon-
tale und (b) vertikale Verspannung im Boden, entnommen aus Grabe und Pucker (2012)
Figure 7: Influence of rotation (in rpm) at the same feed rate on the (a) horizontal and (b) vertical tension in the soil, taken 
from Grabe and Pucker (2012)
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3.2 Validierung im Modellversuchsstand
Validation in model test rig
Zur Validierung der numerischen Ergebnisse wird die 
Pfahleinbringung am Schraubpfahlversuchsstand des 
Instituts experimentell untersucht (siehe Bild  8). Da-
bei steht ein Behälter mit einem Durchmesser von 1 m 
und einer Höhe von bis zu 1  m zur Verfügung, sowie 
unterschiedliche Bohrwerkzeuge mit Außendurchmes-
ser 50  mm, die einen Abbildungsmaßstab von bis zu 
1 : 10 zulassen. Der Sand kann durch eine spezielle Ein-
rieselanlage mit einer gleichmäßigen Lagerungsdichte 
eingebaut werden. Sämtliche Maschinenparameter und 
Bodenparameter werden durch Erddruckmessgeber, 
Kraftmessdosen und Dehnungsmessstreifen am Werk-
zeug und im Boden gemessen.
3.3 Nachträgliches Verpfropfen zur Trag-
fähigkeitssteigerung offener Profile
Subsequent plugging to increase the 
loadbearing capacity of open profiles
Der Einfluss von Vorschubgeschwindigkeit zu Rota-
tionsgeschwindigkeit ist nicht nur für die Installation 
von Vollverdrängungsbohrpfählen interessant, son-
dern durch die Spannungsänderung im umliegenden 
Boden auch für die Verspannung umliegender Struk-
turen. Gerade bei offenen, in den Boden eingestellten 
oder einvibrierten Profilen soll untersucht werden, mit 
welchen Parametern über den Bodenkörper innerhalb 
eines offenen Profils ein nachträgliches Verpfropfen 
möglich ist. Aufbauend auf Voruntersuchungen durch 
Injektionsmaterial von Grabe u. a. (2014) soll der Nach-
verdichtungseffekt für Vollverdrängungsbohrkörper mit 
unterschiedlichen Einbringungsparametern untersucht 
werden (siehe Bild 9).
Bild 8: Schraubpfahlversuchsstand zur Durchführung der 
Modelluntersuchungen
Figure 8: Screw pile test rig used for the model investiga-
tions
Bild 9: Nachträgliches Verpfropfen eines offenen Profils 
mit einem Vollverdrängungsbohrkörper
Figure 9: Subsequent plugging of an open profile with a 
solid displacement pile 
66 BAWMitteilungen Nr. 101  2017
Grabe et al.: Zur numerischen Modellierung von dynamischen Randwertproblemen
4 Konsolidierungseffekte bei  
der Rütteldruckverdichtung in  
wassergesättigtem Sand
Consolidation effects occurring 
during vibrocompaction in water-
saturated sand
4.1 Einführung
Introduction
Die Rütteldruckverdichtung ist eine etablierte Boden-
verbesserungsmaßnahme. Diese Methode wird bei lo-
cker und mitteldicht gelagerten rolligen Böden verwen-
det, um die Bodeneigenschaften zu verbessern. Dazu 
werden die tieferliegenden Schichten des Bodens ver-
dichtet, um Setzungen zu vermindern und die vertikale 
Tragfähigkeit zu erhöhen. Zusätzlich mindert die Me-
thode die Gefahr einer Bodenverflüssigung. 
Die Rütteldruckverdichtung wird üblicherweise in ge-
sättigten Sanden eingesetzt, wo das Verfahren zum 
Entstehen von Porenwasserüberdrücken führt. Bisher 
sind die meisten numerischen Simulationen als drai-
nierte Analysen simuliert worden. Im Rahmen dieser 
Arbeit werden die Einflüsse der Rütteldruckverdichtung 
auf gesättigte Sande untersucht. Hierzu wird ein 2-Pha-
senmodell mit hypoplastischem Materialverhalten ver-
wendet, um das Bodenverhalten zu berechnen.
Eine Stahlröhre (der Vibrator) mit einer Länge zwischen 
2,0  m und 4,0  m und einem Durchmesser zwischen 
0,3  m und 0,5  m repräsentiert den Hauptbestandteil 
des Verdichters. Eine Masse im Stahlrohr rotiert um de-
ren Mittelachse, was zu einer oszillierenden Bewegung 
des Verdichters während des Verdichtungsprozesses 
führt. Die Stahlröhre ist über einen Stift mit einem Hal-
terohr verbunden, welches den gleichen Durchmesser 
wie das Stahlrohr hat und von einem Kran gehalten wird 
(Witt u. a., 2009). Ein typischer Verdichter hat eine Vi-
brationsfrequenz zwischen 15 Hz und 60 Hz, die eine 
maximale Auslenkung von 3 mm bis 21 mm am Fuß des 
Stahlrohres ergibt, was einer Horizontalkraft von 150 kN 
bis 700  kN entspricht (Fellin, 2000; Witt u.  a., 2009). 
Der Vibrator wird durch sein Eigengewicht oder den 
Einsatz von Bohrflüssigkeit auf die gewünschte Tiefe 
gebracht. Während der Verdichtung des umgebenden 
Bodens wird der oszillierende Vibrator stückweise nach 
oben gezogen. In einem Zeitintervall von 30 s bis 60 s 
wird der Vibrator 0,3 m bis 1,0 m herausgezogen. Die im 
Boden erzeugten Scherwellen führen zu einer Verdich-
tung. Um Setzungen an der Oberfläche zu vermeiden, 
ist es nötig, Material nachrieseln zu lassen, welches das 
frei werdende Volumen auffüllt. Dieses Verfahren be-
sitzt einen Wirkungsradius der Verdichtung von 0,6 m 
bis 1,7 m (Fellin, 2000; Witt u. a., 2009).
4.2 Numerische Modellierung
Numerical modelling
Es wird ein dreidimensionales Modell basierend auf 
der CEL-Methode mit 57.540 quadratischen Elementen, 
wie in Bild 10 dargestellt, verwendet. Der Bodenkörper 
hat sowohl einen Radius als auch eine Höhe von 30 m. 
Über dem Boden befindet sich eine Schicht von leeren 
Elementen von 1 m Höhe in die sich der Boden während 
der Simulation bewegen kann. Der Vibrator ist in 10 m 
Tiefe in den Boden installiert und hat eine Höhe von 
4  m und einen Durchmesser von 0,5  m. Der Vibrator 
ist über ein vertikales Scharnier am Halterohr befestigt, 
das wiederum am oberen Ende in horizontaler und ver-
tikaler Richtung festgehalten wird. Beide Teile des Ver-
dichters werden mit einem linear-elastischen Material-
Bild 10: Vertikaler Schnitt durch das FE-Modell der Rüttel-
druckverdichtung
Figure 10: Vertical section through the FE model for the 
vibrocompaction method
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verhalten und Stahlparametern modelliert. Der Kontakt 
zwischen dem Verdichter und Boden ist reibungslos, 
da angenommen werden kann, dass der Einfluss der 
Reibung vernachlässigbar ist. Für die Modellierung des 
gesättigten Bodens wird die u-p-Formulierung aus dem 
vorherigen Absatz verwendet.
4.3 Vergleich der numerischen Ergebnisse
Comparison of numerical results
Das Rütteldruckverfahren führt zu einer Verdichtung 
des lockeren Sandes, was anhand der Änderung der 
Porenzahlverteilung in der Umgebung des Vibrators 
untersucht werden kann. Für die Simulation ist ein hy-
poplastisches Stoffmodell mit den Materialparametern 
für den Mai-Liao-Sand verwendet worden. Die An-
fangsporenzahl wurde zu Beginn aller Simulationen 
auf einen Wert von 0,93 gesetzt. Die Ergebnisse der 
Porenzahländerung des 2-phasigen Modells sind mit 
den Ergebnissen einer drainierten, 1-phasigen Simula-
tion verglichen worden. Es wurden 90 Zyklen bei einer 
Vibrationsfrequenz von 15 Hz simuliert. In Bild 11 wird 
die Porenzahländerung auf der Höhe des Vibratorfu-
ßes für verschiedene horizontale Abstände für 1- und 
2-Phasen dargestellt. Es zeigt sich, dass der Sand in 
der Umgebung des Vibrators aufgelockert wird, was zu 
einem Anstieg der Porenzahl auf nahezu 1 führt. Dies 
kann darauf zurückgeführt werden, dass der Sand am 
Vibrator einer hohen Scherspannung ausgesetzt wird 
und somit aufgelockert wird. Mit zunehmendem Ab-
stand vom Vibrator nimmt die Porenzahl im Boden zu-
erst ab, kehrt aber in ausreichender Entfernung wieder 
auf ihren Anfangswert zurück. Dieser Bereich kann mit 
dem Wirkungsradius der Verdichtung identifiziert wer-
den. Außerhalb dieses Bereiches führt das Rütteldruck-
verfahren kaum zu einer weiteren Verdichtung. Im Falle 
einer drainierten Analyse bilden sich keine Porenwas-
serüberdrücke und der Effekt des Vibrierens ist ausge-
prägter und unmittelbarer. In Bild 11 kann beobachtet 
werden, dass der trockene Sand (15f_1-phase) zu einer 
maximalen Verdichtung nach 90 Zyklen führt und keine 
Langzeiteffekte beobachtet werden können. Im Falle 
eines 2-phasigen Modells (15f_2-phase) werden positi-
ve Porenwasserüberdrücke generiert, welche in Bild 12 
dargestellt sind. Unmittelbar nach der Vibration ist die 
Verdichtung am geringsten, da die Porenwasserüber-
drücke erst abgebaut werden müssen. Mit zunehmen-
der Ruhezeit nach dem Vibrationsvorgang nehmen die 
Porenwasserüberdrücke ab und der Sand verdichtet 
sich immer weiter. 
In Bild 12 kann beobachtet werden, dass sich mit zuneh-
mender Wartezeit sowohl die Porenzahl verringert als 
auch der Wirkungsradius erhöht.
Bild 13 stellt den Einfluss der Vibrationsfrequenz auf 
die Verdichtung des Sandes dar. Im Falle vom trocke-
nen Sand führen geringere Vibrationsfrequenzen um 
ca. 15 Hz zu einer optimalen Verdichtung. Beim 2-phasi-
gen Modell des Bodens kann beobachtet werden, dass 
höhere Vibrationsfrequenzen zu höheren Verdichtun-
gen führen, da geringere Porenwasserüberdrücke ge-
neriert werden und die Bodenverdichtung besser und 
schneller vollzogen wird.
Bild 12: Porenwasserüberdrücke im Sand um den Vibrator
Figure 12: Excess pore water pressures in the sand around 
the vibrator
Bild 11: Porenzahlverteilung um den Vibrator
Figure 11: Distribution of number of pores around the  
vibrator
68 BAWMitteilungen Nr. 101  2017
Grabe et al.: Zur numerischen Modellierung von dynamischen Randwertproblemen
4.4 Validierung durch Modellversuche
Validation by model tests
Zum bisherigen Zeitpunkt sind dem Autor keine Validie-
rungen mit Modellversuchen aus der Literatur bekannt. 
Als Ausblick sollen Validierungsversuche im kleinen 
Maßstab an einem Prototyp mit einer Höhe und Durch-
messer von jeweils einem Meter durchgeführt werden. 
Es sollen sowohl trockene als auch gesättigte Bedin-
gungen bei den Modellversuchen untersucht und an-
schließend mit den numerischen Ergebnissen vergli-
chen werden.
5 Hochdynamische Explosion im  
Untergrund
Highly dynamic explosion in the 
subsoil
5.1 Simulation von Explosionen im  
Untergrund
Simulating explosions in the subsoil
Eine interessante Fragestellung ist die Ausbreitung von 
Wellen im Boden. Seismische Wellen können durch ver-
schiedene Ereignisse erzeugt werden. Sie treten auch in 
verschiedener Form als Raum-, Oberflächen- oder Grenz-
schichtwellen auf. Explosionen im Untergrund, die durch 
Blindgänger verursacht werden, stellen eine große Ge-
fahr bei Sondierungs- und Bauarbeiten dar. Simulationen 
solcher Explosionen können das Ausmaß vorhersagen 
und somit sicherheitsrelevante Folgerungen erlauben.
5.2 Modelle
Models
Ein einfaches Modell für die Explosion eines Blindgän-
gers im Untergrund kann radialsymmetrisch aufgebaut 
werden, wobei der Blindgänger als kugelförmig ange-
nommen wird. Die Ausbreitung der Explosionsgase 
und die Übertragung des Explosionsdruckes an den 
Untergrund kann auf verschiedene Weise realisiert 
werden. Ein gängiges Modell hierfür ist die Zustands-
gleichung von Jones-Wilkins-Lee (JWL-Gleichung). Die-
se beschreibt die Druckänderung bei gegebener Volu-
menänderung, ähnlich der Zustandsgleichung idealer 
Gase.
In Bild 14 sind die Ergebnisse einer Abaqus-Simulation 
bei Verwendung der JWL-Gleichung gezeigt. Man er-
kennt, dass die Druckwellen, wie bereits erwähnt, sich 
sowohl an der Oberfläche als auch im Untergrund aus-
breiten und die starken Verformungen am Anfang der 
Simulation gut abgebildet werden können. Der Boden 
wurde hierbei mit einem linear-elastischen Modell si-
muliert, was sich an der kreisförmigen Ausbreitung der 
Druckfront erkennen lässt.
5.3 Validierung
Validation
Für die Validierung der numerischen Simulationen müs-
sen definierte Experimente mit kleinen Sprengladun-
gen im Boden durchgeführt werden. Es ist jedoch sehr 
schwer bei solchen hohen Energien, wie sie bei einer 
Explosion frei werden, physikalische Größen zu mes-
sen. Ein mögliches Experiment zur Validierung findet 
man bei Anderson u. a. (2010).
In Bild 15 ist die visuelle Auswertung eines Explosions-
versuchs dargestellt. Dieser Versuch kann mit der MPM/
CEL nachgerechnet werden. Der Sprengstoff kann als 
zeitabhängige Druckrandbedingung mit Hilfe der Fried-
lander-Gleichung simuliert. Für die Bestimmung der hy-
poplastischen Parameter liegt leider keine Bodenprobe 
vor, sodass für eine umfangreiche Validierung dieser 
Versuch nochmals mit definiertem Boden durchgeführt 
werden muss.
Bild 13: Einfluss der Vibrationsfrequenz auf die Verdichtung 
des Sandes
Figure 13: Influence of the vibration frequency on the com-
paction of the sand
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Bild 14: Verteilung der Mises-Vergleichsspannung der Simulation einer Explosion von 70 Gramm PETN
Figure 14: Distribution of the von-Mises stress during simulation of an explosion with 70 g PETN
70 BAWMitteilungen Nr. 101  2017
Grabe et al.: Zur numerischen Modellierung von dynamischen Randwertproblemen
Bild 15: Explosion einer Sprengladung in einem mit Sand gefüllten Fass mit Deckel, Anderson u. a. (2010)
Figure 15: Explosion of an explosive charge in a sand-filled barrel closed with a lid, Anderson et al. (2010)
Bild 16: MPM-Modell für die Explosion mit der zeitabhängigen Randbedingung nach Friedlander
Figure 16: MPM model for the explosion with the time-dependent boundary condition according to Friedlander
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In Bild 17 ist ein Vergleich, der bei Anderson u. a. (2010) 
durchgeführten Simulation mit LS-DYNA und des in Bild 
16 gezeigten MPM Modells zu sehen. Die Skalierung der 
ersten drei Bilder, der MPM Simulation (Bild 17 oben) ist 
größer als bei den letzten drei, sodass die Platte breiter 
wirkt. Der Vergleich des Materialauswurfs beider Simu-
lationen, zeigt, dass beide Methoden die grundlegende 
Physik dieses Versuchs gut abbilden können. Für eine 
tiefgehende Validierung müssen weitere Experimente, 
z. B. mit Variation der Tiefe des Sprengstoffs, durchge-
führt werden.
6 Fazit
Conclusions
Die verwendeten numerischen Methoden zeigen, dass 
die physikalischen Grundeigenschaften der vorge-
stellten Anwendungsbeispiele repräsentiert werden 
können. Die auftretenden, großen Verformungen sind 
abbildbar und führen zu plausiblen Ergebnissen. Zu-
sätzlich konnte durch Validierung anhand von Modell-
versuchen die Güte der numerischen Modelle bestätigt 
werden. Zurzeit benötigen explizite Simulationen auf-
grund der kleinen Zeitschritte eine hohe Berechnungs-
dauer. Diese kann in Zukunft durch einen höheren Pa-
ralleliserungsgrad bzw. Auslagerung auf Grafikkarten 
reduziert werden.
Zur Modellierung von kleinskaligen Prozessen, wie 
Erosion und Sedimentation, stehen inzwischen deut-
lich verbesserte Partikelmethoden, wie z. B. SPH oder 
CFD/DEMMethoden, zur Verfügung (Plenker, 2015; 
Stefanova, 2015).
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